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Exercise 4 (2 points)
Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen Wahr oder Falsch sind und begriinden

Sie Thre Antwort.
(a) (1 point) Die Gleichung 2? + 1 = 0 besitzt Losungen in R.

(b) (1 point) Es existieren reelle Zahlen a, b, ¢, d, so dass das lineare

Gleichungssystem
ar +by =0
cx+dy =0
genau eine Losung besitzt.
HONOURS

Exercise 4 (2 points)
Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen Wahr oder Falsch sind und begriinden

Sie Thre Antwort.

(a) (1 point) Ist ein lineares Gleichungssystem unterbestimmt (weniger Gleichungen
als Unbekannte), hat es immer unendlich viele Losungen.

(b) (1 point) Ein homogenes, lineares Gleichungssystem besitzt immer mindestens

eine Losung.
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Exercise 4 (2 points)
Bestimmen Sie, ob die folgenden Aussagen Wahr oder Falsch sind. Falls Wahr,

begriinden Sie Thre Antwort und falls Falsch, geben Sie ein Gegenbeispiel.
Seien A, B, C beliebige 2 x 2 Matrizen.

1. Wenn A und B symmetrisch sind, dann ist auch AB symmetrisch.

2. Wenn A, B, C' invertierbar sind, dann ist auch ABC' invertierbar.
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Exercise 4 (2 points)
Entscheiden Sie ob die folgenden Aussagen Wahr oder Falsch sind und begriinden Sie

Thre Antwort.

(a) (1 point) Das Quadrat einer symmetrischen Matrix ist immer symmetrisch.

(b) (1 point) Wenn A, B invertierbare n X n Matrizen tiber R sind, dann gilt
BT(B(BAT)T)"'BA = Id,.
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Exercise 4 (2 points)

Bestimmen Sie ob die folgenden Aussagen Wahr oder Falsch sind und begriinden Sie
Ihre Antwort.

. . s 1
(a) (1 point) Es gilt (1 —1i)~% = L.
(b) (1 point) Es gilt i = e—im/2
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Exercise 4 (4 points)
Entscheiden Sie, ob die folgenden Teilmengen von R3 Untervektorraume sind? Falls
Ja, begriinden Sie Thre Antwort. Falls Nein, geben Sie ein Gegenbeispiel.

(a) (1 point) Wy = {(b1,be,b3) : by = 1}.

(b) (1 point) V4 = {(b1, b2, b3) : babs = 0}.

(¢) (1 point) V4 = {Alle Linearkombinationen der Vektoren (1, 1,0) und (2,0, 1)}.
(d) (1 point) L = {(by, ba,b3) : b3 — by + 3by = 0}.
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Exercise 3 (2 points)
Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen Wahr oder Falsch sind, und begriinden
Sie Ihre Antwort.

(a) (1 point) Seien A, B zwei Unterraume von R3. Dann ist AN B wieder ein Unter-
raum von R3,

(b) (1 point) Die Nullabbildung 0 : V' — W, welches jedes Element v € V zu 0 € W
schickt, ist linear.
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Exercise 4 (2 points)
Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen Wahr oder Falsch sind. Begriinden Sie
Ihre Antwort.

1. (1 point) Wenn A, B € R™*" orthogonal sind, dann ist auch A + B orthogonal.
2. (1 point) Wenn A, B € R™" orthogonal sind, dann ist auch AB orthogonal.
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Exercise 4 (2 points)
Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen Wahr oder Falsch sind. Begriinden Sie
Ihre Antwort.

(a) (1 points) Seien A, B € C*2 und seien A\ € C ein Eigenwert von A und p € C
ein Eigenwert von B. Dann ist A + p ein Eigenwert von A + B.

(b) (1 points) Fiir alle A € C?*2 haben A und AT den gleichen Eigenraum.
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Exercise 4 (2 points)

Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen Wahr oder Falsch sind, und begriinden
Sie Thre Antworten.

(a) Sei A eine 3 x 3 Matrix mit den Eigenwerten 1, 1, 2. Dann ist A invertierbar.

(b) Eine quadratische Form ist entweder positiv definit, negativ definit oder indefinit.
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Exercise 4 (2 points)

Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen Wahr oder Falsch sind, und begriinden
Sie Ihre Antwort.

(a) (1 point) Fiir alle A, B € R¥*? gilt eA+8 = 4B,

(b) (1 point) Sei H ein inhomogenes, lineares Differentialgleichungssystem y'(t) =
Ay(t) + f(t), und seien y;(t), y2(t) zwei Losungen von H. Dann ist y3(t) =
y1(t) + y2(t) auch eine Lésung von H.
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Exercise 4 (2 points)
Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen Wahr oder Falsch sind und begriinden

Sie Thre Antwort.
(a) (1 point) Die Gleichung 2% + 1 = 0 besitzt Losungen in R.

(b) (1 point) Es existieren reelle Zahlen a, b, ¢, d, so dass das lineare

Gleichungssystem
ar +by =0
{cx +dy =0
genau eine Losung besitzt.
Losung:
(a) Falsch. Die Gleichung oben ist dquivalent zu 2> = —1, welches von keinem

z € R erfiillt werden kann.

(b) Wahr. Wenn ad # be gilt, dann hat das System genau eine Losung. Beispiel:
Wahle a =7, b =2, ¢ =5 und d = 4, dann hat das System genau eine Losung
(bei 2 (a) berechnet).
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Exercise 4 (2 points)
Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen Wahr oder Falsch sind und begriinden
Sie Thre Antwort.

(a) (1 point) Ist ein lineares Gleichungssystem unterbestimmt (weniger Gleichungen
als Unbekannte), hat es immer unendlich viele Lésungen.

(b) (1 point) Ein homogenes, lineares Gleichungssystem besitzt immer mindestens
eine Losung.

Solution:
(a) Falsch. Ein unterbestimmtes System kann auch keine Losung haben.
Gegenbeispiel:
T+ 2o+ 13 = 1
0 =1
Offensichtlich besitzt dieses unnterbestimmtes, lineares Gleichungssystem keine
Losung.
(b) Wahr. Ein homogenes lineares Gleichungssystem hat die Form Ax = 0. Offen-

sichtlich erfillt die triviale Losung x = 0 immer die Gleichung und ist somit
eine Losung.
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Exercise 4 (2 points)

Bestimmen Sie, ob die folgenden Aussagen Wahr oder Falsch sind. Falls Wahr,
begriinden Sie Thre Antwort und falls Falsch, geben Sie ein Gegenbeispiel.
Seien A, B, C' beliebige 2 x 2 Matrizen.

1. Wenn A und B symmetrisch sind, dann ist auch AB symmetrisch.
2. Wenn A, B, C invertierbar sind, dann ist auch ABC' invertierbar.

Solution:

: 20 11 : 2 2
1. Falsch. Betrachten wir A = (0 1> ,B = (1 1) . Dann gilt AB = (1 1) :

2. Wahr. Wenn A, B, C invertierbar sind, dann gilt det(A), det(B) und det(C)
sind ungleich Null. Also gilt det(ABC) = det(A) det(B) det(C) # 0, und somit
ist ABC' invertierbar.
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Exercise 4 (2 points)

Entscheiden Sie ob die folgenden Aussagen Wahr oder Falsch sind und begriinden Sie
Ihre Antwort.

(a) (1 point) Das Quadrat einer symmetrischen Matrix ist immer symmetrisch.

(b) (1 point) Wenn A, B invertierbare n x n Matrizen iiber R sind, dann gilt
BT(B(BAT)")"'BA = Id,.

Solution:

(a) Wahr. Sei A eine symmetrische Matrix, d.h. A = AT, Dann folgt:

(A%)T = (AA)T = ATAT 42" 44 = A
Somit ist A% symmetrisch.

(b) Wahr. Ausrechnen liefert:

BT(B(BAT)")"'BA = BT(BAB")"'BA
= BT(BT)"' (BA)"'BA

Id,, Id,
=1Id,.
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Exercise 4 (2 points)

Bestimmen Sie ob die folgenden Aussagen Wahr oder Falsch sind und begriinden Sie
Thre Antwort.

(a) (1 point) Es gilt (1 —i)~% = L.

(b) (1 point) Es gilt i = e(—7/2).
Solution:

(a) Wahr. Aus 1 —i = v/2e(—7/4) folgt 1 = %6(7‘(/4). Somit haben wir

Nos L —
(1—9)~°= 2—36(87{/4) =16

(b) Falsch.
T

e(—m/2) = cos( 2) + isin(—g) = —i.
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Exercise 4 (4 points)
Entscheiden Sie, ob die folgenden Teilmengen von R* Untervektorriume sind? Falls
Ja, begriinden Sie Thre Antwort. Falls Nein, geben Sie ein Gegenbeispiel.

(a) (1 point) Wy = {(by, by, by) : by = 1}.

(b) (1 point) Vi = {(by, ba, bs) : byby = 0}.

(¢) (1 point) V2 = {Alle Linearkombinationen der Vektoren (1,1,0)und (2,0,1)}.
(d) (1 point) L = {(by, b2, bs) : by — bz + 3by = 0}.

Solution:

(a) Nein.
0=1(0,0,0) ¢ W,.

(b) Nein.
Wihlen wir (1,1,0) und (1,0,1) € Vj, erhalten wir

(1,1,0) + (1,0,1) = (2,1.1) & V.

(e) Ja.
Alle Linearkombinationen von (1, 1,0) und (2,0, 1) sind gegeben durch

1 2
all]+b[0]. abeR.
0 1

Dann kann V; geschrieben werden als V, = {((a + 2b),a,b)|a,b € R} und wir
koénnen iiberpriifen, dass alle Bedingungen fiir einen Unterraum erfiillt sind:

1) 0 = (0,0,0) € Va (wiihle a = b = 0).
2") Seien (ay + 2by, ay,by) und (a2 + 2b2, a2, by) € Va. Dann gilt:
(ay+2by, ay, by)+ (az+2b2, az, by) = ((a1+az2) +2(b1+bz2), a1 +az, by +b2) € Va.
(In der Tat: Wihle a = a; + a3,b = by + by, dann sind a,b € R).
3') ¥(ar + 2by,a1,b1) € Va2 und A € R folgt
May + 2by, ay, by) = (Aay + 2Aby, Aay, Aby) € Vs,

In der Tat, denn Aa,. A\b, € R.
(d) Ja.

1’) 6: (010-0) S L (“’ihle bl = bz = b3 = 0)_
2') Seien (b1, by, bs1) und (b1, bas. b3y) € L. Dann gilt

(b11, b21. b31) + (b12. b2z, bza) = (biy + by2, bay + baa, bay + b3z) € L.

In der Tat, denn fiir by = by +byo, by = by +-boy. by = by +bgo gilt by, by, by € R.
37) Y(by, by bg) € L und A € R gilt

A(b1, by, bs) = (Aby, Ab2, Abs) € R?,
und Abs — Aby+3Aby = A(bs—by+3b,) = A-0 = 0. Somit folgt A(by, ba, b3) € L.
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Exercise 3 (2 points)
Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen Wahr oder Falsch sind, und begriinden
Sie Thre Antwort.

(a) (1 point) Seien A, B zwei Unterrdaume von R*. Dann ist AN B wieder ein Unter-
raum von R?.

(b) (1 point) Die Nullabbildung 0 : V' — W, welches jedes Element v € V zu 0 € W
schickt, ist linear.

Solution:

(a) Wahr. Seien z,y € AN B, dh. 2,y € A. Da A ein Unterraum ist, folgt
r+y A € AVA € R Analog folgt = + y,Ax € B VA € R. Somit sind
r+y € ANBYXeR. Also ist AN B ein Unterraum von R

(b) Wahr, denn fiir alle z,y € V und o € K gilt
fla+y)=0=0+0= f(z)+ f(y),

flar) =0=a-0=af(x).
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Exercise 4 (2 points)
Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen Wahr oder Falsch sind. Begriinden Sie
Thre Antwort.

1. (1 point) Wenn A, B € R™" orthogonal sind, dann ist auch A + B orthogonal.
2. (1 point) Wenn A, B € R™™ orthogonal sind, dann ist auch AB orthogonal.
Solution:

1. Falsch. Gegenbeispiel:

a=(o %) 2= ()

sind beide orthogonale Matrizen, da ATA = I und BTB = I. Jedoch ist

A+B= (8 8), was nicht orthogonal ist (es ist die Nullmatrix).

2. Wahr.
Seien A und B orthogonale Matrizen, das heifit AAT = I und BBT = I. Dann
gilt fiir das Produkt AB:

(AB)(AB)T = ABBTAT = ATAT = AAT = I.
Damit ist auch AB orthogonal.
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Exercise 4 (2 points)
Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen Wahr oder Falsch sind. Begriinden Sie
Thre Antwort.

(a) (1 points) Seien A, B € C**? und seien A € C ein Eigenwert von A und p € C
ein Eigenwert von B. Dann ist A + g ein Eigenwert von A + B.

(b) (1 points) Fiir alle A € C?*2 haben A und A" den gleichen Eigenraum.

Solution:

1. Falsch.

Seien A := <(1) 8) und B := (8 (1)> . Dann ist A+ B = Idy,». Offensichtlich

ist 1 ein Eigenwert von A und von B, aber 1 + 1 = 2 ist nicht ein Eigenwert
von Idsyo.

2. Falsch.

. 01 . 0 0 . o .
Sei A = (0 0), dann ist AT = 1 o) A1 = 0 ist der einzige Eigenwert
von A und AT. Ausserdem ist v(*) = (1,0)" ist ein Eigenvektor von A und

E\,(A) = {a(1,0)" | @ € C} der Eigenraum zu \;. Aber der Eigenraum
E)\I(AT) ist E)\I(AT) = {OL(O ].)T | o € (C}
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Exercise 4 (2 points)

Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen Wahr oder Falsch sind, und begriinden
Sie Thre Antworten.

(a) Sei A eine 3 x 3 Matrix mit den Eigenwerten 1, 1, 2. Dann ist A invertierbar.
(b) Eine quadratische Form ist entweder positiv definit, negativ definit oder indefinit.

Solution:

(a) Wahr, da det(A) =[[A\=1-1-2=2#0.

(b) Falsch. Die zu der Matrix 8) gehorende quadratische Form ist weder positiv

1
0
definit, noch negativ definit oder indefinit, da Null der einzige Eigenwert der
Matrix ist. Alternativ kann man bemerken, dass (0 1) (1 O) <O> = 0 obwohl

0 0)\1
(0,1) # (0,0).
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Exercise 4 (2 points)

Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen Wahr oder Falsch sind, und begriinden
Sie Thre Antwort.

a) (1 point) Fiir alle A, B € R?*2 gilt e1*F = eleb.
P g

(b) (1 point) Sei H ein inhomogenes, lineares Differentialgleichungssystem /()
Ay(t) + f(t), und seien yi(t),y2(t) zwei Losungen von H. Dann ist yz(t) =
y1(t) + y2(t) auch eine Losung von H.

Solution:

(a) (1 point) Falsch. Betrachten Sie
1 0 0 1
(a0
Fiir die Addition erhalten wir

(A+B)P=A+B= (1 1) —.C.

Also,

) m , _l _1_1

n>l

Da A2 = A und B? = B, schlieflen wir weiter

t
ta_ (€0 tB _ _ (1t
e —<0 1), e —Id+tB—(0 E
bt
tA B _ € te
©c _(0 1)‘

(b) (1 point) Falsch. Betrachten Sie das folgende Gegenbeispiel fiir n = 1.

Folglich gilt

y'(t) =y(t) + 1.

Die allgemeine Losung lautet y(t) = Ce' — 1 fiir jedes C' € R. Insbesondere
konnen wir y1(t) = y2(t) = €' — 1 wihlen. Dann haben wir

ys(t) = (n(t) +1a(t)) = (2¢' = 2)' = 2" # 2¢' =1 = (1(t) +y2(t)) + 1.

Daher erfiillt y; das System nicht.



