Kurvendiskussion

HS13 Probepriifung Aufgabe 2 (gleiche wie HS15)

Betrachten Sie die Funktion log x — arctan(z — 1) auf dem Definitionsbereich |0, 4o00[.

a) Finden Sie die lokalen Maxima und Minima.
b) Diskutieren Sie die Monotonie der Funktion.

c¢) Berechnen Sie die Grenzwerte
lim f(x) und lim f(z).

T—+00 z—0
Besitzt die Funktion eine globale Maximumstelle? Besitzt sie eine globale Minimumstelle?

d) Zeigen Sie dass f genau zwei Nullstellen hat (Sie miissen die Nullstellen nicht ezplizit berechnen).

Losung:
(i) Esist
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Man findet

fl(z)=0 &= z=1, oderx =2,

wobel f"(1) = =1 < 0 und f"(2) = ﬁ > 0. Somit ist das lokale Maximum bel z = 1 mit
f(1) = 0 und das lokale Minimum bei 2 = 2 mit f(2) =log2 - %.

(ii) Fiir x > 2ist (r— 1)+ 1 > x und somit f'(z) > 0. Fiir 1 <z < 2ist (x —1)? < (z - 1),
also (z —1)2 41 < z und somit f'(z) < 0. Fiir 0 < z < 1 ist klarerweise 1+ (z — 1) > =
und deshalb f’(z) > 0.

Zusamenfassend ist f auf (0,1) U (2, 400) monoton wachsend und auf (1,2) monoton
fallend.

(iii) Es ist lim f(z) = 400, da der arctan beschrinkt bleibt, der Logarithmus aber gegen
Ir—oo

+oo konvergiert. Da ausserdem arctan(—1) = —% und der Logarithmus fiir = — 0 gegen

—oo konvergiert ist auch lim f(z) = —oo. Somit besitzt f weder eine globale Maximum-

noch eine globale Minimumstelle.

(iv) f ist auf (0,1) streng monoton steigend und f(1) = 0. Auf (1,2) ist f streng monoton
fallend, kann also dort keine weiteren Nullstellen haben. Insbesondere gilt f(2) < f(1) =
0. Da

lim f(x)=+o0,
I—rod

es gibt ein oy > 2, so dass f > 0 auf (zy, c0). Aus dem Zwischenwertsatz (f ist stetig)
erfolgt die Existenz mindestens einer Nullstelle auf (2, zp]. Da die Funktion auf (2, c0)
streng monoton wichst, kann sie dort héchstens eine Nullstelle haben.




Als Zusatz (nur falls jemand vorige Zeit hat...) - eher als HA gedacht

Problem 2 (1p/ip/1p1p)

Betrachte die Funktion f : (0, 71) — R, x— cot(x) = cos{z]

sinfx]
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(i) Berechne f'(x).
il Mit der Quotientenregel erhalten wir
. (cos(x))' -sin(x) — cos(x) - (sin(x))" sin?(x) + cos?(x) 1
fllx)= — = =——
sin“(x) sin-(x) sin“(x)

It
(ii) Verifiziere, dass f injektiv ist.
Wil 'Wir haben f'(x) = _F:m = -1< 0, damit ist f streng monoton wachsend und injektiv.

Alternativ kann man die Injektivitit auch direkt nachrechnen Seien x, xz € (0,71) mit f(x;) =
f(x2). Dann berechnen wir

cos(xn) _ cos(as)
sin(x;)  sin(xz)

flxa)= flxz) =

esin(n-wnl=0esxn-n=02 1= 1.

<> cos(xz) sin(x;) — cos(x;) -sin(xz) =0

Wobei wir beim dritten Schritt benutzt haben, dass x;, x; € (0,7) impliziert, dass x; — x; €
(—m,m). Da x; — xo = 2nn fiir ein ne £ gelten muss, folgt x; —xp=0. W

(iii) Verifiziere, dass f surjektivist.
Hinweis: Berechne lim,; f(x), lim,, f(x).

M Wir haben lim;_.gcos(x) = 1 und limy g sin(x) = 0 und cos(x) > 0 fiir x € (0,7/2). Damit
gilt

sin(x) _

li?l;lf{x} = ]Jlr?t-ll cos(x)

Wir haben limy; cos(x) = —1 und limy;; sin(x} = 0 und cos(x) < 0 fiir x € (7/2, 7). Damit gilt

. . cos(x)
lx'?x‘f{x} - l;gl sin(x) -

Da f stetig ist, folgt, dass f surjektivist. W/

(iv)] Berechne die Ableitung der Inversen f~!:R — (0,7) von f.
W Wir haben f‘l :R— (0,m), y~— arccot(y)
af'yy 1 1 _ 1 _ 1
dy  cot'(f1)  —es?(FNy) cof(FTO 1 14+yF
wobei wir benutzt haben, dass cot(f~'(y)) = f(f~(¥)) = y.




Problem 3 (1p/1p/2p)

Bestimme alle kritischen Punkte von folgenden Funktionen und entscheide, welche dieser kri-
tischen Punkte lokale Maxima und welche lokale Minima sind. Welche von diesen sind globale
Maxima und welche globale Minima.

i) fIR—R, x—x*-3x
M Wir haben
flig=322-3.

Damit ist x € B ein kritischer Punkt von f, falls0 = f'(x) = 3xf—1)=3(x—1)(x+1). Also sind
x € {—1,1} die kritischen Punkte von f. Wir setzen nun die kritischen Punkte in die zweite
Ableitung ein um zu tiberpriifen, ob es sich um Minima oder Maxima handelt.

f"(x)=6x.

Wir haben f{—1) = -6 < 0 und damit hat f bei —1 ein lokales Maximum. Weiter haben wir
f"(1) = 6 > 0 und damit hat f bei 1 ein lokales Minimum. Es handelt sich weder um ein
globales Minimum, noch um ein globales Maximum, da imy_. +0 f(X) = +o0. W

(i) f:R—R, x—log(l+2x?)

Al 'Wir haben nach der Kettenregel

4x

- — 1 I _
Fo =) = —.

1+2x2

Damit ist x = 0 der einzige kritische Punkt von f. Wir setzen diesen in die zweite Ableitung
ein. Diese berechnen wir mittels der Quotientenregel (F5.5)

(4x) - (1+2x%) —4x-(1+2x%)  4(1+2x%)-4x-4x _ -8x"+4
(1+2x2)2 - (1+2x2)2 T +2xn?’

Mxy=

Wir haben

4 4
—=4=0.

1! — —
o= 1+02 1

Damit hat f an der Stelle 0 ein lokales Minimum. Da x — log(x) monoton wachsend ist und
1=1+2x2fiiralle xe R, folgt f(0) = f(x). Also ist hat f bei 0 ein globales Minimum. /W

(i) f:R=p— R, x— ™5,

I Wir wissen dass x — e* streng monoton wachsend ist. Weiter ist —1 = cos(x) = 1.

Damit hat f ein lokales/globales Maximum genau dann, wenn cos(x) = 1. Also sind die glo-
balen Maxima bei {0+an @ n € Z-g gerade}. Analog hat f seine lokalen/globalen Minima,
wenn cos(x) = —1 und damit hat f seine lokalen/globalen Minima bel im+nr e R : ne
Z=pungerade}.

Alternativ kann man folgendermaRen vorgehen. Mit der Kettenregel haben wir
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fr(x) = goosix) -{CDS{}.’])J' =(—1)sin(x) L gooslE)

Da fiir alle y e R gilt e” > 0, folgt, dass f'(x) = 0 genau dann wenn sin(x) = 0. Also ist {0+1-ne
B : ne Z=pl die Menge aller kritischen Punkte von f. Wir setzen diese in die zweite Ableitung
ein. Diese berechnen wir mittels der Produktregel und der Kettenregel

Fix) = (e }J (—1)sin(x) + "™ . (—sin(x))’ = e .sin®(x) — e cos(x)
Wir erhalten fiir die kritischen Punkte
—e, ngerade,

FU0+mn) = -5 cos(0 + an) = Jl .
e, nungerade.

Damit sind alle Punkte der Form {0+ nT € R : n € Z, gerade] lokale Maxima von f und alle
Punkte der Form {0+ nr € R : ne€ =y ungerade} sind ]okaleSMinima von f. il




