Komplexe Zahlen — L6sungen

ETH Caspar Wil7 Aufgabe 2a)

1+ 3
2+1

Sei z = + (1 +41)2%"™. Welche der folgenden Aussagen sind richtig und welche falsch?

&)z=\/§eii’- b)z=1+1 c)z=1—1 d)z=\/§e_i‘7

2. (14 Punkte)

a) (2 Punkte) Es gilt in kartesischer Darstellung €™ = —1. Durch Erweitern der
Briiche erhilt man

(1 +39)(2-9) Lo 5+5i . .
~—m—(l+l)— 5 —2i=1—-1
Weiter ist davon die Polardarstellung 1 — i = v/2e=*"/4, Die richtigen Antworten
sind also
richtig | falsch
0O ® » — e—im[2
O | ® |+=-i
® O z=1-1
® 0O 2 =2 im/4

ETH Caspar Wil7 Aufgabe 2b) Die Gleichung 2® = 8i besitzt die Losungen z1 = 2¢'% und 22 = e '
Geben Sie die dritte Losung in kartesischer Darstellung an.

b) (1 Punkt) Die Gleichung 2® = 8i besitzt drei Losungen. Diese kann man durch auf-
einanderfolgende Drehungen um den gleichen Winkel erhalten (entspricht Addition
oder Subtraktion des Winkels in der Polardarstellung). Die Differenz der Winkel
der angegebenen Lésungen ist § — (—5) = %” Die dritte Losung der Gleichung ist
somit

23 = \/fe"(%+2Tx) = 2ei5?x.
Die gesuchte Antwort ist die kartesische Darstellung von z3. Wegen €
ist also

5%
5 = —

+

wf
[

23=—\/§+i.



L+i @ 1
i i-1 1+i

ETH Caspar Sol6 Aufgabe 2a) Das Resultat der Rechnung

a) z=e ‘% b) z=—i c)z=1-—1 d) z=v2e"'%

2. (14 Punkte)
a) (2 Punkte) Durch Erweitern der Briiche erhélt man

1—i
2

—i(1+1i) i(—i—1) 1—i
i T-D(i-1) (+)i-9

=1-1i.

z=

i—1
1=
T

Weiter ist davon die Polardarstellung 1 — i = v/2e—/4. Die richtigen Antworten
sind also

richtig | falsch

O ® |z=ei/2.

O ® |[z2=-i

X O |z=1-i.

® O |z=y2eim/4,

ETH Caspar So16 Aufgabe 2b) Die Gleichung z% —4i = 0 besitzt im ersten Quadranten die Losung z; = v2e'%.
Geben Sie die Polardarstellung z3 = re*? (mit 7 > 0 und —7 < ¢ < 7) der Losung z3 im dritten Quadranten an.

(siehe Abbildung).

2. Quadrant | 1. Quadrant

3. Quadrant | 4. Quadrant

b) (1 Punkt) Die Gleichung »* —4i = 0 besitzt vier Losungen. Diese kénnen wir durch
aufeinanderfolgende Drehungen um %’i = 5 der angegebenen Losung z; erhalten
(entspricht Addition oder Subtraktion von i in der Polardarstellung). Die Lésung
im 3. Quadranten finden wir durch zweimalige Subtraktion von 7, also

29 = V2™ /8-21F — \[3e—iwT/8,

Alternativ: Die Lésung folgt auch durch Auflésen von 2* = r1e!® = 4i 2 feim/22mk
mit k € Z nach r und ¢, sodass —m < ¢ < —7/2 gilt.

ETH Caspar Wil3 Aufgabe 2a) Welche der folgenden Gleichungen sind richtig?
i24 + i27 + i36 4 37:41
i+
b) (14+i)*—(1-3)*=16
c) (144)°%(1—14)° =32

d) i'® +4i%2 — 3% 4417 =

=2

2. (8 Punkte)

a) i) und iii) sind richtig.



ETH Caspar Wil3 Aufgabe 2b)

Sl
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€
IA
<h)
——

Die Skizze unten zeigt ein Gebiet B in der komplexen Ebene mit {z =re¥ € C ' 2<r<4,

=t *  Entscheiden Sie, fiir welche Zahlen z; und z; der Quotient z = £ in B liegt.

3 3V3. ) V3 i V3 i
a)zl——§+Tzund22—z b)zl——T+§und22—T+g
5 = 1 sx; . _

c)z1= Zeg' und 23 = 58%7' d) z1 = 5¢¥% und z; = 2e ¢
b) 1i) richtig
3  3V3 .2m - -
z1:—§+T\/_i:3e"2T und zp =i=¢€'7Z = 2=3e'c € B
m™ w5
<3< — < =< —.
da2<3<4und 256571
ii) falsch
\/g i ;57 \/§ i ;2
= ——+4 —=¢'% =— 4+ — = —¢7T = 3! T
21 2+2 €' und 2o 6+6 et =2=3e'"3 ¢ B
2r 5w
da? 3
iii) falsch
5 = ™ _
zlzzeﬁ’ und 20 = —eT?'= 2=_e ‘T ¢ B
- w
<
R TIERT)
iv) richtig
5m; 3m; 5 ;x
21:5e3’und22:262’:>z:§e’6 cB
da2< 2 <4und X < <3
2 127 6 1
ETH Caspar Wil3 Aufgabe 2c) Bestimmen Sie Real- und Imaginarteil von z mit arg(z) = %’ und z -z = 4.

<)

|z 2| =4 = |2|-|2|=4 = |z|=2 = 2=2F

=2=-1+V3i = Re(z) = =1 und Im(z) = V3.

ETH Caspar Wil3 Aufgabe 2d)

Die Gleichung 2* = ?—. hat drei verschiedene Losungen z1, zo und z3.

z; = 2-€'2. Bestimmen Sie die Losungen zp und 23 jeweils in der Form 7 - €' mit 7 > 0 und ¢ € [0, 27].

d) 2% =8 = _8i =8eF.

29 = 2e(%+2T")i=2e7Tﬂi

x, Ax, 1x .
23 = 2e(F+F)i = 977,



ETH Caspar Sol2 Aufgabe 2b)

Die Skizze unten zeigt ein Gebiet B in der komplexen Ebene mit B={z=re'¥ € C |2<r <4, & <9 < 37}.

* Entscheiden Sie, fur welche Zahlen z; und z3 das Produkt z1 - z2 in B liegt.

a)21=3+3\/§iundz2=%. b)zlz%?_’ﬁ—giundazsﬂ-i-?ﬁi.
x ; 1 =, - .-
c) z1 = 5T und 25 = 567"'. d) z; = 3e3" und 2 = eT".

o 1 -
2 = 3+1i3V3 = 6’3 und22=§=>z=3ehJ cB

™ T _ 5w
<3< — < =< —.
da,2_3_4u11d12_3_12
ii) falsch
33 3 x - 5x
zlzT\/_+§i=3e'Eund22=2\/§+i2\/§=4e'?:>z=12e’5{_2¢B
da 12 > 4.
iii) richtig
; 1 s 5 ;LT
21 = 5e15" und 29 = EeE' =2= 59’7_0 €B
da2<><d4und <X 2T
B T DR TR D

iv) falsch
. . Ly i
2z € B, wobei 2 = 2129, mit 2; = 3e3" und 29 = e7".

s =i jIm
21=3e3" und 20 = 1’2 =3e'2 ¢ B

ETH Caspar Wil2 Aufgabe 2a) Schreiben Sie z = 71/3 — 7i in der Form re*¥ mit 7 > 0 und ¢ € [0, 2.

2. (8 Punkte)

a) In der Eulerschen Darstellung haben wir

2=14e7T .



