Integral — Losungen

ETH Caspar Wil7 Aufgabe le) Berechnen Sie eine Stammfunktion der Funktion f mit f(z) = z2 cos(x).

Hinweis: Es gilt [ zsin(z)dz = sin(z) — z cos(z) + C.
e) (1 Punkt) Mit partieller Integration und dem Hinweis folgt

/:1:2 cos(z) dz = 2% sin(z) — 2 / z cos(z) dx
= (2% — 2) sin(z) + 2z cos(z) + C.

ETH Caspar Wil7 Aufgabe 1i) Sei f die Funktion mit f(z) = |1 + z|. Berechnen Sie

/_ 11 f(z)dz.

/_ 11 f(z)dz =2,

wie man direkt aus dem Graphen von f ablesen kann (siche Aufgabe 1h)) oder
auch durch Ausrechnen des Integrals.

i) (1 Punkt) Es gilt

ETH Caspar Sol6 Aufgabe 1b) Berechnen Sie

6 — 2

372 — 2z — SdI'

Dabei konnen Sie die Integrationskonstante C' = 0 wahlen. Hinweis: Das geht auch ohne Partialbruchzerlegung.

b) (1 Punkt) Der Zahler 6z — 2 ist genau die Ableitung des Nenners 3% — 2z — 5. Sei
also f(z) = 322 — 2z — 5. Dann gilt mit der Formel aus der Vorlesung (und C' = 0
als Integrationskonstante)

/3x26fgz2—5dx=/%dz:hllf(l‘)|=ln|3m2—2x—5|.

Falls man iiber Partialbruchzerlegung rechnet (und dabei C' = 0 als Integrations-
konstante wihlt) erhilt man fquivalent dazu

6z — 2 6z —2 1 A B
e anrwenL il Brves cveert bl Bt el
32 -2z -5 3(z—-3)(z+1) 3/ z—3 z+1

(t)I/ 3 3 5
3 I_:_§+m+1 |z — 3|+ In|z+ 1],

wobei () durch Auflésen von A + B =6 und A — gB = —2 folgt.



ETH Caspar Sol6 Aufgabe 1h) Sei f die Funktion mit f(z) = |1 + z|. Berechnen Sie

/02 f(z)dz.

/02f<z)dz=1,

wie man direkt aus dem Graphen von f ablesen kann (sieche Aufgabe 1g)) oder
auch durch Ausrechnen des Integrals (Integral aufteilen in 0 bis 1 und 1 bis 2).

h) (1 Punkf) Es gilt

ETH Caspar Wil5 Aufgabe 1c) Berechnen Sie das bestimmte Integral
3 20 N 2
|cos (z) —sin (:r)ldz.
0

c) Durch das Additionstheorem fiir cos sehen wir, dass

/5 | cos?(z) — sin®(z)| dz = /5 | cos(2z)| dz
0 0

= 2/d cos(2z) dx
0

.o
4
0

= sin(2y)

=1

ETH Caspar Sol4 Aufgabe 1le) (*) Berechnen Sie das bestimmte Integral

4
/ eV¥dz.
1

e) Mit Substitution ¢ = /= und partieller Integration folgt

4 2 9 2
/ e‘/idxz/ et2tdt=et2t|1—/ 2¢t dt = 22
1 1 1



ETH Caspar Sol4 Aufgabe 1f) Seien Mp,T positive reelle Zahlen. Seien I = [0,7] und f : I — R eine
Funktion mit f(z) = 157 und Mittelwert u = JT f(zx)dr.  Fiir welche T und Mo ist p < 1?

a) My=1,T=1 by My>5T=2 ¢c)My=3/2T=1  d) My=3/2,T=1/3.

fM'thtt't—le d—lTM"d—ﬂd
) Mit dem aupsaZISu_TO (z)x_TOmz_T_*_lun
daher
richtig | falsch
(024 O |My=1,T=1.
O ® My>5T=2.
(024 O |M=3T=1
O ® |My=3T=1

ETH Caspar Wil3 Aufgabe le) Berechnen Sie das bestimmte Integral ff 4 e I?ldz mit A=1n2.

e) Wir berechnen

A 0 A
/ e lldr = / e’dr — / e?dr=2(1—e").
—A —A 0

Falls A = In2 ist, gibt es

2(1-e ) =2(1-e 1) =2(1—%> =1

ETH Caspar Sol2 Aufgabe le) Berechnen Sie das bestimmte Integral f_‘/\% |3z — z3|dz.

e) Wir berechnen

V3 0 V3 )
/ 13z — 23|dz = / z® —3a:dr—/ 23 — 3zdr = .
V3 -V3 0 2

ETH Caspar Wil2 Aufgabe 1le) Berechnen Sie das folgende Integral: Y /241 zcos(1 — z2)dz.

e) Wir nehmen die Substitution y = 1 — 22. Das Integral ist dann

VEHL —m/2 -1
/ zcos(l —z?)dx = / cos(y)? dy
1 0

= —3bin()l ™

1



ETH Caspar Wil3 Aufgabe 1g) Sei A wie in untenstehender Skizze das erste Viertel des Kreises um Null mit
Radius R = 2: A={(z,y) eR|z? +3y* <4,0<z <2,0<y <2}

Welche der folgenden Integral haben denselben Wert wie der Flacheninhalt von A?
a) [PVI—22dr, b)i[PVI—Zdz, c)2[7%de, )87 dp.

g) 1) Diese Aussage ist richtig, weil die dargestellte Fliche gerade die Fliche des
ersten Viertelkreises ist. Dieser ist durch die Funktion 2% + 3% = 4,z € [0,2]
gegeben. Wir losen diese Kreisgleichung nach y auf und erhalten

y=+V4—-22 z€|0,2.

Damit y € [0,2] gilt, erhalten wir die einzige Losung y = v/4 — 22. Also ist
diese graue Fliche A durch f02 V4 — 22 dx gegeben.

ii) Diese Aussage ist falsch. Begriindung sieche Teilaufgabe 7).

iii) Die Aussage iii) ist richtig, denn die Fliche eines Viertels des Kreises mit
Radius R ist %RQW und der Wert des Integrals 2 fo’} dpist m = %w.

iv) Diese Aussage ist falsch. Begriindung siehe Teilaufgabe iii).

ETH Caspar Sol12 Aufgabe 1g) Die Flache A sei die rechte Halfte der Kreisscheibe um Null mit Radius R =1,
das heisst, A={(z,y) eRY2? +y2 < 1,0<z < 1}

Welche der folgenden Integral haben denselben Wert wie der Flacheninhalt von A?
a) o VI—22dz, b)2[lVT—22dz, c¢)2[7%dp, a) [*dp.

g) i) Diese Aussage ist falsch, denn die dargestellte Fliche ist gerade die Fliche des
halben Einheitskreises. Dieser ist durch die Funktion 22 + y? = 1,z € [0, 1]
gegeben. Losen wir diese Kreisgleichung nach y auf so erhalten wir

y=+vV1-—22

mit = € [0,1]. Also ist diese graue Fliche A durch 2 fol V1 = 22 dzx gegeben.
ii) Diese Aussage ist richtig. Begriindung sieche Teilaufgabe 7).
iii) Die Aussage iit) ist auch falsch, denn die Fléche eines Halbkreises mit Radius
1 ist 7 und der Wert des Integrals 2 fO% dy ist .

iv) Diese Aussage ist richtig, denn wir sehen schnell, dass f07 dp=¢|g = 3, Was
mit dem Flicheninhalt der grauen Fliche A iibereinstimmt.



