DGLs — Losungen

ETH Caspar Wil7 Aufgabe 3c)

Finden Sie die Losung der Differentialgleichung y'(z) = % (M + 1) fiir z > 0, welche y(4) = 3 erfiillt.
T

c) (3 Punkte) Dieses Differentialgleichung kann mit der Methode der Variation der
Konstanten gelost werden.

Die homogene Gleichung ist 3/(z) = s=y(z) mit Losung
y(z) = Kez"®) = Kz,

denn [ %dz = lin(z) + C. Der Ansatz fiir die inhomogene Gleichung ist also
y(z) = K(z)y/z. Einsetzen des Ansatzes in die Differentialgleichung liefert

’ ro 1
K (I) = m.
Daraus folgt
K(.ﬂ:/#dz: Ji+C

und somit ist die allgemeine Losung
y(z) = K(z)yr=z+Cyz  mit C € R Konstante.

Gesucht ist die Losung mit y(4) = 3, daraus folgt C' = —%. Die gesuchte Antwort
ist also

y(e) =z - 3VE.

ETH Caspar Wil7 Aufgabe 3d)
Losen Sie das Anfangswertproblem y'(x) = —3z2¢¥(®) fiir z > 0 mit y(0) = 0.

d) (4 Punkte) Dieses Differentialgleichung kann mit der Methode der Trennung der
Variablen gelost werden.

Schreibt man v/(z) = % und sortiert die y-Terme auf die linke Seite und die
z-Terme auf die rechte Seite, erhélt man aus der DGL die Gleichung

e ¥dy = —32° dr.
Auf beiden Seiten bildet man nun die Stammfunktion und rechnet aus

/e_y dy = / —3z%dr = -2+ C mit C' € R Konstante.

Eine Stammfunktion der linken Seite ist —e™Y.

Die somit erhaltene Gleichung
—eV=—s*+C
16st man nach y auf und erhélt
y=1y(z) = —In(z®+ 5) mit C Konstante.

Zuletzt wird die Anfangsbedingung y(0) = 0 eigesetzt, welche C = 1 liefert. Die
gesuchte Losung ist also
y(z) = —In(z® +1).



ETH Caspar Sol6 Aufgabe 3c)
Finden Sie die allgemeine Losung von y'(z) = y(z) + z.

Hinweis: Es gilt [re %dr = —ve=* —e = 4 C.

c) (2 Punkte) Dieses System kann mit der Methode der Variation der Konstanten
gelost werden.

Die homogene Gleichung ist ¥(z) = y(z) mit Losung y(z) = Ke®. Der Ansatz fiir
die inhomogene Gleichung ist also y(z) = K (z)e®. Einsetzen des Ansatzes in die
Differentialgleichung liefert

K'(z) L ze 2.
Daraus folgt mit dem Hinweis (oder sonst mit partieller Integration)

K(z) = /ze'z dr=—ze*—e*+C

und somit

y(z) =K(z)e* =Ce®* -2 -1 mit C' € R Konstante.



ETH Caspar Sol6 Aufgabe 3d)

Lésen Sie das Anfangswertproblem y'(x) = z(y(x)? — 1) mit y(0) = 0.

1 1/ 1 1
Hinweis: Es gilt = — ).
inweis gi 21 2(y—1 y+1)

d) (5 Punkte) Dieses System kann mit der Methode der Trennung der Variablen gelost
werden.

Schreibt man y'(z) = % und sortiert die y-Terme auf die linke Seite und die
z-Terme auf die rechte Seite, erhilt man aus der DGL die Gleichung

1
y2__1 dy = xdzx.
(Die stationéren Losungen y(z) = 1 und y(z) = —1 miissen nicht beachtet werden,
da die gesuchte Losung die Bedingung y(0) = 0 erfiillen muss.)

Auf beiden Seiten bildet man nun die Stammfunktion und rechnet aus
o dy= [ zdx = 1.1:2 +C mit C' € R Konstante.
y2—1 2

Die Stammfunktion auf der linken Seite kann mit dem Hinweis (oder sonst mit
Partialbruchzerlegung) berechnet werden

1 1 1 1
/yz—ldy—i(/rldy‘/mdy)
1 1 y—1
—§(ln|y—l|—ln|y+1|)—§ln‘ ’

y+1|°

Die somit erhaltene Gleichung

1. |y—1 5
B e c
2 ‘y+l| 37 T

16st man nach y auf und erhélt

—1 o~ ~
= _ & mit C' # 0 Konstante
y+1
und daraus -
1—Ce™’

Zuletzt wird die Anfangsbedingung y(0) = 0 eigesetzt, welche C = —1 liefert. Die
gesuchte Losung ist also



ETH Caspar Wil5 Aufgabe 3c)

Bestimmen Sie die Lésung der DGL y/(z) = y(z)(z? 4+ 1) mit dem Anfangswert y(0) = 2 mittels Trennung der

Variablen.
c) Mittels Separation der Variablen erhalten wir
L 2
gdy = (z° + 1)dz.

Dann durch Integration

23 z3
logy=?+z+K == y=Kexp(?+z>.

Mittels Anfangswert erhalten wir

deshalb ist die Losung

ETH Caspar Wil5 Aufgabe 3d)
Schreiben Sie die dazugehorige homogene Differentialgleichung auf. Bestimmen Sie deren allgemeine Losung.

i) Bestimmen Sie nun die allgemeine Losung der obigen Differentialgleichung mittels Variation der Konstanten.

d) i) Die zugehérige homogene Differentialgleichung ist von der Form
¥ (2) + cos(x)y(z) = 0.
Die allgemeine Losung ist
y(z) — Ke™ sin(z) .
ii) Um die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung zu finden,

verwenden wir die Methode der Variation der Konstanten. Fiir die allgemeine
Losung y,y; verwenden wir den Ansatz

—sin(zx) .

Yag = K (z)e
Durch Ableiten erhalten wir
Ve = K'(z)e™ @) — K (z) cos(z)e™ 5.
Durch Einsetzen in die inhomogene Differentialgleichung erhalten wir
K'(x)e™ ") _cos(z) K (x)e ™ ") 4cos(z) K (x)e ") = (cos(x)—sin(z))e**).
Daraus folgern wir, dass
K'(z) = (cos(z) — sin(z))etos(@)sin()

und deshalb gilt
K(:L‘) — ecos(z‘)+sin(rt) +I?.

Durch die Wahl unseres Ansatzes schliessen wir

Yallg = (eoos(z)-(-sin(x) + k)e—sin(z) = Kesin(@) + eoos(z),

wobei K € R eine beliebige Konstante ist.



ETH Caspar Sol4 Aufgabe 3c)
Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems
Y'(z) = —sin(z)y + €77,y (—) =1,
mittels Variation der Konstanten.
c) Die dazugehérige homogene Differentialgleichung ist von der Form

Y'(z) = —sin(z)y.

Via Trennung der Variablen sehen wir direkt, dass die allgemeine Lodsung der
homogenen DGL von der Form

Ynom = Ke™®)
ist. Um die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung zu finden,
verwenden wir die Methode der Variation der Konstanten. Fiir die allgemeine
Losung v, verwenden wir den Ansatz
Yang = K (z)e").
Durch Ableiten erhalten wir
Yallg = K'(x)e®®) — K (z)sin(x)e®®),
Durch Einsetzen in die inhomogene Differentialgleichung erhalten wir
K'(z2)e®) — K () sin(z)e®®) = —sin(z) K (z)e®®) 4 eoos(@)+=
Daraus folgern wir K’(z) = e und daher
K(z)=¢" +K.
Durch die Wahl unseres Ansatzes schliessen wir
Yang = (€" + K)e®).
Mit dem Anfangswert y(3) =1 folgt K =1 — e™2. Die Losung lautet somit

y(z) = (e* + 1 — e™/?)ets),



ETH Caspar Wil3 Aufgabe 4b)

Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems
Y(z) =1 (z) + y(z)z+ 2 —1 mit y(0)=1.
Hinweis: Benutzen Sie eine geeignete Substitution.

b) Wir beobachten zuerst, dass unsere Differentialgleichung auf folgende Art umge-
schrieben werden kann :

Y (z) = (y(z) +:::)2 —1.

Wir benutzen die Substitution u(z) := y(z)+z. Dementsprechend gilt dass u'(z) =
y'(z) + 1. Dies eingesetzt in die urspriingliche Differentialgleichung fithrt zu

' (z) =1 (z)+1=(y(x)+z)® —14+1=u(z)

Durch Separation der Variablen erhalten wir

Daraus folgt )
—_— C
u@) ~ T
oder Aquivalent )
u(z) = —~—c

Da u(z) := y(z) + z, schliessen wir, dass die allgemeine Losung der obigen Diffe-
rentialgleichung von der Form

1 —
—z—-C
ist. Da unsere Anfangsbedingung y(0) = 1 lautet, folgt C' = —1 und deshalb ist
unsere Losung des AWPs

y(z) =

y(@) = —z+1



ETH Caspar Wil3 Aufgabe 4c)

Wir betrachten die folgende Differentialgleichung
1 .
5V (@) + cos(z)y(x) — 2@ ~37 =0,

i) Schreiben Sie die zugehdrige homogene Differentialgleichung auf und finden Sie deren allgemeine Losung.

ii) Geben Sie nun die allgemeine Losung der obigen Differentialgleichung an.
c) i) Die dazugehérige homogene Differentialgleichung ist von der Form

5/(2) + y(a) cos(z) = 0.

Via Separation der Variablen sehen wir direkt, dass die allgemeine Losung der
homogenen DG von der Form

yhom(fl?) _ Ke—?sin:t, K e R,
ist.
ii) Um die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung zu bekom-

men, verwenden wir Variation der Konstanten. Fiir die allgemeine Losung y,4
verwenden wir den Ansatz

Yaitg(z) = K (x)e~ 25,
Durch Ableiten erhalten wir
y:,”g(x) = K'(a:)e‘QSi“(I) — K ()2 cos(:r)e—QSi"(I),

Durch das Einsetzen in die inhomogene Differentialgleichung folgt

%Kl(z)e—Qsin(:r) _ %K(l’)? COS(I)e—Qsin(z)+COS(I)K(I)6—23in(z) — e—25in(1‘)—%z.

Daraus folgern wir .
§K '(z) = e73%

und deshalb gilt .
K(z)=—-4¢7"+K, KeR.

Durch die Wahl unseres Ansatz schliessen wir

yallg(z) _ (—46_%1 + I'{v)e—2sin(z) _ _46—-%1—25in(1) +Ke—28in(r).



