Linear unabhidngig

_ ETH Caspar Wil7 Aufgabe 1d) Sei c € R. Geben Sie die drei Vektoren

2 -1 c
-1 1, 0 und -2
1 3 -1

Wie muss ¢ gewahlt werden, damit die drei Vektoren linear abhangig sind?

d) (1 Punkt) Die drei Vektoren sind linear abhingig genau dann, wenn die 3x3 Matrix,

deren Spalten die gegebenen Vektoren sind, Determinante gleich Null hat. Wir
rechnen

2 -1 ¢
det{ -1 0 -2 =2—-3c+12+1=15-3c.
1 3 -1

Die Determinante verschwindet (und folglich sind die Vektoren linear abhangig)
falls

c=25.

ETH Caspar Wil5 Aufgabe 2g) Fiir welche ¢ € R sind die folgenden Vektoren linear unabhangig?

(V]
w

vn=1| 3 |, vo=| 4 und vy =| ¢

o~
o
o

g) v1, ve, v3 sind linear unabhéngig, wenn

det #0.

=+ W
O = W
O o~

Die Determinante ist
t(3t —4).
Deshalb muss ¢ # 0 und t # % gelten.

ETH Caspar Wil3 Aufgabe 2e)

Bestimmen Sie z € R so, dass die folgenden Vektoren linear unabhéngig sind.

T 0 -1
) -1 |, -2
-2 -1 1

e) Die gegebenen Vektoren sind linear abhéingig, genau dann, wenn

T 0 -1
0 = det 2 -1 -2
-2 -1 1

=—r+2+2—-2x=-3r+4,
also sind die Vektoren linear abhéngig, falls x = %.



ETH Caspar Wil2 Aufgabe 3c)

1 2
Bestimmen Sie a so, dass die Vektoren | 0 |, @ , 4 linear abhéangig sind.

1 -3 -1

1 2 «

c) det(A)=[0 a 4 |=-a+20-a? Fira € {-5,4} sind die Vektoren linear
1 -3 -1
abhingig.
Diverses

a

—b
ETH Caspar Wil5 Aufgabe 2a) Seien a und b reelle Zahlen und A = ( ) eine Matrix.

b a

-3 4
Finden Sie ein Paar (a,b) mit A% = ( ) .
4 =3

2. (14 Punkte)

a) Man berechnet A = ( @ -5 —2ab ) Daraus folgt ab = 2 und b —a® = 3
2ab  a? -1 ) ’
Dann
(al,bl) = (1,2) (ag,bg) = (—l,—2)

ETH Caspar Wil5 Aufgabe 2c)

a 0
—b
Seien a und b reelle Zahlen und A = ( “ ) und B=| p 0 | Matrizen. Welche der folgenden Aussagen
b a
0 1

sind fiir alle Paar (a, b) # (0,0) richtig?
a) B ist invertierbar.

b) B ist symmetrisch.

c) B

d) det(B) = det(A).

)
richtig | falsch

K O B ist invertierbar.

O ® | B ist symmetrisch.
O ® |B>=B.
® O | det(B) = det(A).




ETH Caspar Sol4 Aufgabe 2a)

cos(p) —sin(p) 0 cos(a) —sin(fB) 0
Sei A = Sin(gp) COS(QO) 0 mit A2 = Sin(‘y) cos(é) 0 . Dabei g‘l]t 0< a,ﬁ,’y,& < 2m.
0 0 1 0 0 1

Welche der folgenden Aussagen sind fiir jedes ¢ mit 0 < ¢ < 7 richtig?

a)a=f=9=8 bla=5=2% c)f=y=¢* d)f=—v
Hinweis: Verwenden Sie zum Beispiel die Additionstheoreme:

sin(a £+ b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b) cos(a + b) = cos(a) cos(b) F sin(a) sin(b)
2. (14 Punkte)

cos?(p) —sin?(p) —2cos(y) sin(p) 0

a) Wir sehen A% = 2cos(ip) sin(p)  cos®(p) —sin?(p) 0 | und mit den Ad-
0 0 1
cos(2¢) —sin(2¢) O
ditionstheoremen A2 = | sin(2p) cos(2¢) O | und damita=B=y=4=
0 0 1
2.
richtig | falsch
® O |a=d=2p
O ® |B=7v=¢"
O ® =—y

ETH Caspar Sol4 Aufgabe 2b)

cos(p) —sin(p) 0
Sei A= | sin(p) cos(p) 0
0 0 1

Bestimmen Sie zwei Winkel ¢; und o mit @1 # @3 und 0 < @1, 9o < 2, fiir die A* =

[
S = O
- o o
3
=
-

b) Da A% =

cos(4yp) —sin(4yp)
2

0
sin(4p) cos(dg) 0 |, gilt fir die Winkel 0 < %,n,?’—" < on
0 0 1
somit A% = Ej.



ETH Caspar Sol2 Aufgabe 2a)

11 -1
Gegeben sei die Matrix A= | 2 0 2 |. Entscheiden Sie, ob folgende Aussagen richtig oder falsch sind.
31 1
a) Alle Eigenwerte von A sind verschieden von 0.
b) Die Spaltenvektoren von A sind linear abhangig.
c) Es ist det(A) = 0.
d) Die Matrix A ist invertierbar.
a) MC Frage
Hier ist det(A) = 0, daher gilt
i) falsch

ii) richtig
iii) richtig
iv) falsch.

ETH Caspar Wil2 Aufgabe 3a) Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen richtig oder falsch sind.

a) Das folgende Gleichungssystem ist eindeutig 16sbar:

1 4 1
T

0 3 =11
T2

17 2

1 2
b) Die Vektoren | 0 |, 2 R 4 sind linear abhangig.
1 -3 -1
1 1 4

c) Der Vektor | 1 | lasst sich als nicht-triviale Linearkombination der Vektoren | (0 | und | 3 | schreiben.

2 1 7

d) Jedes lineare Gleichungssystem mit weniger Gleichungen als Unbekannten besitzt mindestens eine Losung.

a) Entscheiden Sie ob die folgenden Aussagen richtig oder falsch sind.

i) richtig, denn
1 4|1 1 4|1 1 4|1
0 3|1 |~1|03|1)~|(03|1],
1 7|2 0 3|1 0 0|0

und somit ist der Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix gleich dem Rang
der Koeffizientenmatrix und das Gleichungssystem ist losbar. Weiter ist der
Rang der Koeffizientenmatrix gleich der Anzahl Unbekannten und daher ist
das Gleichungssystem eindeutig losbar.

ii) falsch (die drei angegebenen Vektoren sind linear unabhingig)

iii) richtig (folgt aus i)).

iv) falsch (Beispielsweise ist das Gleichungssystem

r=1
r=2
z+y+2+w=0,

nicht losbar. Allgemein ist Az = b losbar, falls Rg(A|b) =Rg(A). Im obigen
Beispiel gilt Rg(A) = 2 # 3 =Rg(A|b).)






ETH Caspar Soll Aufgabe 3a)
Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen richtig oder falsch sind.

1 0 2
a) Die Vektoren | 2 |,| —1 |,| 3 | sind linear unabhangig.
3 -1 5
0 1 2
b) Die Matrix | —1 2 3 | ist invertierbar.
-1 3 5
21 0
c) Die Matrix 3 2 -1 hat 0 als einen Eigenwert.
5 3 -1
T +2z = 0
d) Das lineare Gleichungssystem ¢ 2r —y +3z = 0 p besitzt nur die triviale Losung.
3z —y 45z = 0

3. (12 Punkte)
a) Entscheiden Sie ob die folgenden Aussagen richtig oder falsch sind.

i) falsch, denn

1 0 2
2 -1 3|=0
3 -1 5

ii) falsch, (da die Determinante der Matrix 0 ist).

iii) richtig (da die Determinante der Matrix 0 ist).

iv) falsch (die Determinante der Koeffizientenmatrix ist gleich 0, daher besitzt das
homogene Gleichungssystem unendlich viele Lésungen).



